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Mechanika ptynéw
dziat mechaniki materialnychimdkdw ciagtych

- odksztatcalne ciato state

ciecze

/
- plyny ~__
gazy

mechanika zajmuje gbadaniem ruchusoodka oraz dziatggych na niego sil.

Badanie ruchu odbywagsiv czasoprzestrzeni Galileusza.
W mechanice postugujemyesinodelami (idealizag) rzeczywistych ciat materialnych.
Podstawowa zasad tej idealizacji polega na pamiini czsteczkowej struktury materii
i przyjeciu ciagtego rozktadu materii w przestrzeni fizycznep(te wypetnienie przestrzeni —
kontinuum).
Metody mechaniki ptynéw

- modelowanie: fizyczne, matematyczne, komputerowe.
Modelowanie matematyczne: ustalanie matematycznjmimut, za pomog ktérych
odwzorowuje s (opisuje) zwazki miedzy wielkgciami fizycznymi okrélajacymi
rozpatrywany aspekt rzeczywison
w mechanice ptyndw asto wielkaici fizyczne, za pomeag ktoérych okréla si procesy
akumulowania i rozpraszania energii ptynu.

Zasady matematycznego opisinanlkow cihgtych

x3(z) 4 @
t

CzasoprzestrzeGalileusza

/ukiad inercjalny, czas absolutny/
uktad wspotrednych prawoskitny
/zwykle prostoktny

v

X2 (x)
x1(y)
X1 X
r=X:=|Xs |=|Y OR3 opis wspotrzdnych przestrzennych
X3 VA

znak definicji
(t,x) - opis punktu czasoprzestrzeni (zdarzenia) d&rehwile i miejsce.



Wielkosci fizyczne
Wiasciwosci osrodka ciaglego @ okreslane w kadym punkcie rozwzanego obszaru
czasoprzestrzeni, za pomdankcji

w(t, x)
w — funkcja okrélajaca obserwowanwielkos¢ fizyczmg np.; temperatura,egtasé, predkosé
itp.
Do opisu wielkdci fizycznych wywa sk roznych funkciji
- skalarnej w:R'xR3 . R, w(t,x)OR?

- wektorowej w:RxR3 L R3, w(t,x)OR3

w4 (t,x)
w(t,x):=|wy(t,x)| — trzy funkcje skalarnev; (t,x) i=123
ws(t,x)

wig(t.x) . wip(tx) , wis(t,x)
w(t,x):=| woq(x,t) , wap(t,x) , wos(t,x)|.
wai(x.t) , waa(t,x) , was(t,x)

Podstawowe obiekty geometryczne w przestrfé%i

A 4 ) linia zorientowana
X3 punkt X3 koniec

B
A l
o) S orientacja linii

poczﬁelf -
X2 A / : X2

X1 A,B punkty brzegowe

¢ dtugasé lini
powierzchnia zorientowana /ptat powierzchni/

orientacja powierzchni x n — wektor (wersor) prostopadty do
powierzchni w rozwzanym punkci

dS — powierzchnia elementarna

druga strona powierzc
0S — brzeg

orientacja brzegn/ - > X,

vV
% owierzchnia pole powierzchni — wielk& skalarna
P charakteryzuje powierzchni

X1



Q

0Q
obszar

powierzchnie
zamkngta

v

X2

V — obgtos¢ obszaru

Gestas¢ masy ptynu w punkcie A

AQ - otoczenie punktu A

oA Am — masa ptynu w obszara€)

AV — objtos¢ obszarudQ

. Am kg
t,x):= lim — —
pltx) AV -0 AV p[m?’}

p = olej 833, benzyna 740, woda 1000, alkohol ™ieko 1300;
ciezar wiaciwy - y:=pg g - przyspieszenie ziemskie

3
objetos¢ wrasciwa - y=l|m®
p| kg
Dane pole gstasci ptynu, tzn. jest dana funkcj, x) okreslajaca wielkaié fizyczm

p(t.x)
Q - obszar



obliczy¢ masg ptynu mg wypetniapcego obszaf2 w chwili t

A
X3

ma(0)= [o(tx)av

] catka ohgjtosciowa z funkcji skalarnej

v

X2

X1

Pola sit

sity: - wewretrzne; okrélaja oddziatywanie midzy czsciami gsrodka materialnego
- zewretrzne; okrélaja oddziatywania otoczenia ndrodek

sity: - powierzchniowe (kontaktowe) odnosg sio powierzchni skierowanej
- objetosciowe (lub masowe) odnosksilo obszaru (lub masy ptynu wypetaieg¢go
obszar)

Gestaié sity

Powierzchniowa fIO [i}

t @ X3 1 A(t,xp)
AS

/_ -

gestas¢ sity w punkcie A
AR

foltixa):= lim =—=
pltxa) AS-0 AS

AFR;— wypadkowa sita dziataga
na powierzchri AS

X1



Objetosciowa (masowa) gptasc sity f,,

A
t
@ | a0,av o N
/ AR, — wypadkowa sita dziataga na powierzchgi AS

S objetosciowa gstas¢ sity

> ) AR N
folt,xa):= lim V.o f
X2 v(txa) AV -0 AV V{ 3}

o2

Sily wewretrzne
Powierzchniowa gptasé sity
NAPREZENIE
wektor i tensor nagrenia

X1

f

masowa gstasé sity  f,:= FV

Powierzchniowa gstas¢ sity lub wektor napgzenia zaley od punktu czasoprzestrzeni oraz
kierunku powierzchni

n —wyznacza kierunek
prostopadty do powierzchni

f — sita (g:stas¢) powierzchniowa
(wektor napyzen)

||n||2 =1 - wersor

X1

wektor nap¢zen opisuje s za pomog tensora napren

oOR3
wedtug zalenosci
f ,g”): =g'n

n wersor okréajacy kierunek prostopadty do powierzchni.
Tensor napzen w punkcie A



kierunek osi prostopadiej

doscianki
A g
t X 1]
3
/ \ kierunek wektora napen
o/ 033 4
_ 032
otoczenie A 03}/_,
> K 023
013
0‘1)/ x|o
X1 012 2
tensor naptzen jest symetryczny, tzno = al, Ojj = 0ji
indeks wiersza
011 012 013
3x3 .
oUR 0:=|021 022 Oo3 oij
031 032 O33 indeks kolumny

Dane pole nagren wyznaczy wektor napgzen dziatapcy w punkcie A na powierzchni
okreslonej wersorem n.

X3

X1

Dane pole napren o i gestas¢ sit obgtosciowych f,,. Wyznaczy site wypadkowa dziatapca
na ptyn (8rodek materialny) wypetniagy obszaiQ.



X
3 BOFr Q - lezy na brzegi2

n AOInt Q -lezy wewrstrz obszar2

0Q N
fy - sita obgtosciowa (gstosc) [—3}
m

fp - sita powierzchniowa[l}
m2

Fo - sita wypadkowa [N]
O - tensor napzen

Fo(t):= [o'nds+ [fydv
o0 Q

Obliczy¢ moment wypadkowy sit wzgtlemsrodka uktadu wspéteinych (Mg )
X1

r — promie okreslajacy punkt obszar@ r=|X»
X3

Mq(t):= j(rxcyTn) ds+ [ (rxf,)dv
Yo Q

Rozkfad tensora nagren

011,012,013| |0o.0,0 | |03-05, 01 , Op3
0=|021,09,023|=| 0,0,,0 |*| Oy ,02-0y, Oy
031,032,033 0,0,0 O31 , 032 ,03370g

1
Op:= 5(011 +05 + Og3) _
skalar : tr 0:=071+ 0, + 033 (Suma w przeknej)

(O :§tr (0]



1,0,0

l1:=/0,1,0
0,0,1
0=0yl +0g
011700, 012 . 013 diad , )
o sktadowa tensora nagen
Og:=| 021 ,02270g, Op23 . ,
nazywana dewiatorem napen
031 » 032 ,03370g

o,l - skladowa nazywana tensorem kulistym

tensor kulisty dewiator napgzen
okresla wszechstronne (izotropowe) 1 okresla napezeniascinajace, ktore w
rozcigganie lubsciskanie. . osrodkach cigtych wywotup zmiarg
W plynach w stanie statycznym e ' ksztattu.
powstawa tylko sciskanie, czyli ' W ptynach w stanie statycznym (hipoteza
0, <0 Pascala) dewiator nagren jest rowny zero.
(hipoteza Pascala) wobec tego pe¢hyj '
nazywa cisnieniem p 05=0
p:=-0, o=-pl

Statyczny stan ndpeienia w ptynach
(wedtug hipotezy Pascala)

-p, 0,0
o=pl={ 0 ,-p, O p — cénienie; p> Q p — skalar
0, 0,-p
wektory
napezen
X3 i | P /s’ciskaja(cycho
p p
— <4+—
/ p
p
p R B
X2 P

wektor nap¢zenia (cénienia)

fp= o'n= —pIn =—pn

fp =-pn




p>0

wektor cgnienia w kadym kierunku ma wartg —pn czyli dziata prostopadle dozkej
powierzchni a znak minus oznacza,s to hapezeniasciskapce.

Réwnowaga édrodka materialnego w polu sit

t @ X3 AOFrQ -lezy na brzeg
n BOInt Q - lezy wewmtrz obszar2
90 fy - pole gstdéci sit obgtosciowych
(brzeg o - tensor napzen
Q X2
(obszar) N
fy
X1

Wypadkowa sita dziataga na érodek materialny (ptyn) wypetniggy obszatQ w chwili t
Fo(t): = J-OT ndS+ vadv :

0Q Q
Twierdzenie Gaussa-Ostrogrodskiego

j o' ndS= j DivadV
0Q Q

Fo(t)= [(Diva+f,)dv=0, D0QOR?
Q

Stad rownanie Eulera
Diva+f, =0

réownanie rownowagi ptynu, ktére powinnodspetnione dla kadego x oraz t

10



Réwnanie momentow sit

X3

Wypadkowy moment sit wzgtlem pocztku uktadu wspétrgdnych
Mq(t)= I(rchn)dS+_|'(r xf, )dV

Q Q
Twierdzenie Gaussa-Ostrogrodskiego

_[(r x oTn)dS: [(rxDiva)dv

0Q Q
Wz6r na wypadkowy moment

Mq(t)= [rx(Diva+f,)dv

Q
Jezeli jest spetnione réwnanie rownowagi sit (rownalBidera)
Divo+f, =0,

to wtedy wypadkowy moment sit jest réowny zero.

Warunki rownowagi ptynu

W stanie spoczynku zgodnie z hipai€zascala
o=-pl p>0 -cisnienie skalar

stad
Divo=-grad p
Réwnanie rownowagi ptynu
-grad p+f, =0
lub
grad p=f,.

11



Zadanie statyki ptynu
(hydrostatyka)

Dane jest pole objosciowej gestaici sity f,,. Wyznaczy pole ciénienia p w obszarz@
uwzgkdniajc zadane warunki brzegowe.
Réwnanie wzgidem funkcji skalarnep(x)
grad p=f,
a po rozpisaniu mamy trzy rownania

ap

Y

%Xl v (%) .

N

%‘fvz(x) [fv]:_g X=1X2
2 X3

op

@-fvg(x)

Powysszy zestaw trzech rownavzgledem jednej funkcji (p) posiada rozyganie tylko

wtedy, gdyf,, jest potencjalna, czyli gdy istnieje funkcja skala U(x) taka,ze
f,(x)=grad U(x)

czyli f,, nie maze by¢ dowolna.

Rozwigzanie zadania statyki ma wtedy pdsta

p(x)=U(x)+C
Stah C wyznacza siz warunkéw brzegowych.
Podstawowe przyktady funkcfi,

* stata
f,, = const U= f\,Tx
sadmamy p=flx+ C
czyli

p(x)=f,, (x) +f,, (x) +f,, (x)+C
* liniowa

f, = Ax, A — macierz symetryczna U = %XTAX
p= %XTAX +C

fy = Ax +f, :%XTAX+f\-,rX+C
Zwykle w zadaniach statyki ptynéw wyznacza gpis pola sit za poma@ola gstasci sit

masowychf [ N } = [ m}
m T 1T o
kg| |s?

wtedy

f, =pf, P - gestasé ptynu [k—%}
m

12



réwnanie rbwnowagi ptynu ma wtedy pasta

grad p=pfy,.
Rodzaje ptynéw ze wzegtlu na funka} gestasci p
* ptyn jednorodny nigcisliwy
p=const (ciecz)
* ptyn niejednorodny nigisliwy
p(x) - dana (ciecz)
* ptyn barotropowy scisliwy (gestas¢ ptynu zaley od cknienia; nie zalgy od temperatury)
p= (I)(p) ¢ - funkcja opisujca zalenosé gestasci ptynu od cénienia.

Opis cech ptynu barotropowego

p=6(p)
zwykle
1
_ p Y
P=Po| —
O[ poj
PoPo - Stan odniesienia
_ 1+14-gaz
" 1400+ 2000~ ciecz’

Wskazniki charakteryzujce scisliwosé ptynu

v iz dpn o) o)
dp ¢(po) ¢(p)

2
- wspotczynnikscisliwosci {W]

1
1 (p)y s*
I =~ Po| — >
ale 6= Lo 2] M
czyli i
_ 1 m?
B_% W:|

* modut spezystdsci objgtoééiowej

1 N
B:=—=yp —}
B | m?

* kwadrat pedkosci dzwieku

2._d 1 m_2 _ a1 AN | P Y
1Ly H p=676). )= £
220

P

B m?
CZ:E [8—2]
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ZADANIE STATYKI PLYNU BAROTROPOWEGO

N m kg
fy =pf fml— = —= —
v = PIm m{kg} [SZ} p{m3}
zadanie: wyznaczyfunkcje p orag; danef,, - spetniagce rownania

grad p - pfm O réwnanie wektorowe

p=4(p)

nowa postaréwnania

grad p _
o(p) "
9
wyrazenie g;a((:))p =grad ?(p(x)) grad @ =—“JgradX p(x)
jesli

wtedy réwnanie statyki ma posta
grad & (p) =,

rozwigzanie istnieje gdy,,, = grad Um(x)

rozwigzanie
P(p)=Upm(x)+C nieliniowe réwnanie algebraiczne wegem p
Y

=9 Y uy(x)+C).

Przykiady ptyndw barotropowych

* niescisliwy p =cons.

P~
d —_
P(p):= [ P =P"Po
0 p p
(0]
* jzotermiczny (gazy= 1 p=pop£
(0}
9(p):=Pon P
Po Po

K
* adiabatycznyp = po(pﬂj

(0]

14



-1
9(p):=-K Po 1-[&} < |
K=1pg Po
Przykiad wyznaczania funkcji p opigagj cknienie
Zatozenie: ciecz (woda) jednorodna, ggliwa p =cons
Pa - C8nienie atmosferyczne na powierzchni

D jeziorc
y ‘e .
- g=Fm
P9 \symbol dziatania pola grawitacyjnego
z "V pionowa skltadowa wektora sity altpsciowej fV
0
fy={ 0|, U=pogz
P9
réownanie statyki
grad p =f,
czyli
% _
0X
@ - O
oy
op _
0z Pd

warunek brzegowyd 00,0) = p,

w tym szczegolnym przypadkusnienie zaley tylko od z
p(z)=pgz+C

stah catkowania C wyznaczamy z warunku brzegowego
p(O) = Pa
Pa=pg0+C stad C=p,
p(z)=pgz+p,

Funkcja cisnienia w polu przyspiesza

Rozwaamy cystera kolejows, ktora porusza siruchem jednostajnie przyspieszonym z
przyspieszeniem a

powietrze o d@nieniu atmosferycznym

Z a (pecherzyk) - (stan poatkowy)
— sV
—> a=cons
X
—C0a O —— >
O O O O



ptyn wypetniajcy cysterg jest nigcisliwy jednorodny

p=cons.
Uktad wspotrzdnych zwizanych ze zbiornikiem cysterny; jest to ukiad reegplny w tym
uktadzie na ptyn dziata pole grawitacyjne oraz pokrcyjne o wartéci b =pa przeciwnie

skierowane do przyspieszenia a.

¢ g — pole grawitacyjne

v

o fy X

wektor g:stasci sit obgtosciowych

fy=| 0 |, U=-plax+gz)

- P9

rownanie statyki

grad p =f,
czyli

op

— =——pa

0X P

9 _

oy

op _

a7 PY

wektor f,, jest staty
funkcja opisujca cknienie nie zaley od y czyli p(x,z)
z rOwna otrzymujemy

o(x,z) = —-pax—pgz+C

Pop 4 Pal pecherzyk
/ :

Po2 2 Pal

a) wyznaczamy skiadowe wektofg

16



b) rysujemy linie statego &nienia (izobary)
c) kierunekf, wskazuje kierunek wzrostusciienia
d) stad wnioskujemy gdzie znajdujeegdecherzyk powietrza o &mieniu p,
e) ustalamy wspotrzdne @cherzyka(xp ,zp)
Warunek brzegowy
p(Xp.Zp)=Pa
wyznaczamy statC
p(Xp.2p) = -pax, —pgz, + C=pa
czyli
C=pa *+paxy +pgz,
ostatecznie funkcja opisiga zmiag cisnienia ma posta
p(x,z) = -pax - pgz + py + paxy +pozy,).

Obracajcy sk zbiornik z ptynem (stan ustalong)=cons, « =cons
Uktad wspotrzdnych jest zwgzany ze zbiornikiem

WNAD z l g — pole grawitacyjne

/!
y 2 . 4
x i y ay = -6’y fy =p by |=p &y
\T/\\ ay = —(,02 X -g -9
X o
WX
fm = (,02y pOteana’f Um = %wzxz +_(.02y2 9
-4

U=pUp p =cons

17



zatem dnienie opisuje funkcja

p=pUy +C
B :loozx2 +1m2y2 -gz+C,
p 2 2
_J1 22 1 22
ox.y.2) = p S 00’x* +Zw?y® - gz| +C,
{00.H)=p,
stad
Co =Pa+PgH.
Lepkosé
rozktad pedkosci
naczynie z lepkciecz
. 7z A
sita T A V,, = const
V e E—
AN
R t N
h 7 t+At —
7 7% 7% 7% 7 7 T
opis pola pgdkaosci cieczy
0z 0,0,
v L-["—"}— 0,0, 0 H
0Xx S
0,0, 0

18



tensor pgdkaosci odksztatcania

010!y
D=1(L+LT): 0,00/ y=1iYo
2 . 2 h
y.,0,0 Vo predkos¢ zmiany lta
h
SN T

predkos¢ katowa przektnej

/.

dewiator tensora pdkosci odksztatcania

1 0,0,y
DS:D—§tr DI=0,0,0
y,0,0

Hipoteza Newtona

T =y

U - lepka¢ dynamiczna

V: :% - lepkai¢ kinematyczna

2
{%} =10* St (Stoked =10° cSt(centistoke)

M [Pal];] =10P (poisd = 1000cP (centipoisg

————___plyn Newtona

(hipoteza Newtona)

ptyny nienewtonoskie

19



przyktadowe wartéci

alkohol etylowy 17C 1,288 mPa-sl()'sPa-s)
gliceryna 20C 1490 mPa-s

gcC 12110 mPa-s
woda 26C 1,000 mPa-s

przyktadowe wartéciv dla 26 C

woda 1,00 10°m%s
alkohol etylowy 1,58 10°ms
benzyna 0,830 I6m?/s
gliceryna 1200 10 m?/s

macierzowy zapis hipotezy Newtong

Oy = ZHDS

napezenia zwjzane z lepk€cia (tarciem wiskotycznym lepkimagproporcjonalne do
dewiatora pgdkosci odksztatcenia

Dy= %tr DI -tensor pgdkosci odksztatcenia obfjosciowego
ale trD=div v (zdefinicji D) czyli

1.
De =D —-=diwl
S 3

o) = G(V) + O(S) GES) =2uDg 09/) = 2u'%divvl
o, =2uD —%(u -’ )divvl
Réwnanie dynamiki ptynu
Dv .
—=f,+divo
p DLV
dla ptynu doskonatego

o =-pl w/g hipotezy Pascala ngpenia wynikaj ze wszechstronnegoiskania
o=-pl+0, 0, - napezenia spowodowane lepéoa

20



w/g hipotezy Newtona

0, =2uDg Ds- dewiator tensora pdkosci odksztatcania
divo=-grad p+divo,

div2uDg = u(% grad div vl + Dzvj

dla wektora v

[ .2 2 2
\Y; v v
° ;+6 ;+6 ;
6x1 6x2 6x3
2 2 2
0 zf_+0 zf_+6 i;
axl 6x2 6x3
FRY, FRY, FRY,
;'+ ;'+ ;
I 6x1 6x2 0x3 |

Réwnania dynamiki cieczy lepkiej Naviera-Stokesa

p% =f,—grad p+ u(% grad divv + Dzvj
Dp
Dt
p=0(p)

+pdivv =0

dla ptynu nidcisliwego p =cons
Dv 2
—=f, —grad p+uld“v

p DtV grad p+u

divv=0

przeptyw plaski (t,x;,X5)

G AT op] |0y, 0%
ot |, axf ' 6x§ vil|_|fw | 0Xq + axf 6x§
o2, | | o2, 0%, |[va]| 7 |f o0 | o7y, 02
2 2 2 [LV2 vl | = Vo ,O0V2
ot ox? " ox3 0X2 X Ox3
%4—6\/_2:0
6x1 6x2
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Réwnanie Bernoulliego dla ptynu lepkiego

e e

przeptyw ustalony, bez wirow, ptyn ssliwy, potencjat grawitacyjny

dla cieczy lepkiejB; > B>

By =B, +ABy;

AB1, >0 - ilos¢ energii rozproszonej w czasie przeptywiedzy przekrojami 1-2
Zwykle wartai¢ ta jest ustalana dwiadczalnie

@ Nstr

kryze

vV — ks ——
—— =

zwykle AB4; okresla sk jako strag cisnienia w postaciABq o = Z%pv2

v

ustalamy déwiadczalnie( - bezwymiarowy wspotczynnik strat (opor przeptywu)
Symboliczne oznaczenie oporow przeptywu

Vv 1 2
1
Ap APSW:ZEPVZ
| |
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gdy w instalacji hydraulicznej znajduje snaszyna hydrauliczna

pompa
P
charakterystyka idealna
pompy wyporowej
rzeczywista
Q
m3 m3
_—> —_—>
App Aps
| 1

Roéwnanie Bernoulliego z oporami przeptywu i z p@mp

By +Ap, =Bs +Ap
B, B, 1 p 2 str
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