9. Identyfikacja modelu dynamicznego

Cwiczenie ilustruje mozliwo$ci wykorzystania zaawansowanych technik pomiarowych
do rozwiazywania praktycznych zadan inzynierskich. Za przyktad postuzyt obiekt w postaci
belki sprezystej pobudzanej impulsowo do drgan. Uzyskane w rezultacie modelowania
rozwigzania rownania ruchu roznig si¢ nieco od rzeczywistosci. Identyfikacja prowadzi do
minimalizacji tych r6znic na podstawie wynikow pomiaréw obiektu rzeczywistego. W efekcie
zmodyfikowany opis modelowy staje si¢ narz¢dziem umozliwiajacym analizg wtasnos$ci wielu
obiektow podobnych.

Obiektem badan jest belka stalowa o przekroju prostokatnym mocowana w imadle
stotowym. Jeden koniec belki pozostaje swobodny, drugi zakonczono stalowym
prostopadioscianem o wymiarach 40x40x100 [mm]. Do jednego z koncow belki mocowany
jest akcelerometr piezoelektryczny o masie 1,1-107 [kg].

Modut Younga dla stali wynosi E =2,06-10"" [Pa], gestos¢ stalp=7,8-10° [kg/m’]. Pozostate
wymiary obiektu nalezy zmierzy¢.

Uktad pomiarowy sklada si¢ z akcelerometru piezoelektrycznego (na przyktad
Briiel&Kja®r'a typu 4384), wzmacniacza tadunku (na przyktad Briiel&Kjer'a typu 2628, oraz
analizatora tercjowego (na przyktad FSDN).

Schemat stanowiska laboratoryjnego przedstawiono na rysunku I1.9.1.
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Rys. I1.9.1 Schemat stanowiska laboratoryjnego

Widmo tercjowe uzyskane przez filtracj¢ sygnatu wizualizowane jest na ekranie monitora
(poziom amplitud w skali decybelowe;j). Istnieje mozliwo$¢ zapamigtania chwilowego widma
1 zatrzymania zmian obrazu na ekranie. W analizatorze FSDN do tego celu stuzy przetacznik
"DISPLAY" na plycie czolowej: zatrzymanie obrazu nastgpuje po przelaczeniu go w polozenie
"HOLD". Powro6t do polozenia "RUN" powoduje ponowna ciagla aktualizacje wynikow.
Charakterystyki kolejnych filtrow analizatora FSDN przedstawiono na rysunku I1.9.2.

Podczas wykonywania ¢wiczenia nalezy kolejno:

- zanotowa¢ odlegto$¢ od punktu mocowania belki w imadle do osi symetrii
akcelerometru oraz wariant lokalizacji akcelerometru;
- pobudzi¢ impulsowo drgania gigtne, a po ustaniu przesterowan zatrzymac obraz

na ekranie analizatora i zapisa¢ czgstotliwosci srodkowe oraz poziom amplitud
kilku najwyzszych prazkéw widmowych;
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- okresli¢ (przez poréwnanie réznicy poziomoéw amplitud najwyzszych prazkow z
charakterystyka wtasciwego filtra) czgstotliwos¢ drgan wiasnych badanego
obiektu;

obliczy¢ czgstotliwo$¢ drgan wlasnych belki na podstawie rozwigzania rownania
ruchu dla modelu pomijajacego i uwzgledniajacego masg belki;

wybra¢ (i uzasadni¢ wybor) jeden z modeli do identyfikacji;

wybra¢ (i uzasadni¢ wybor) parametr(y), ktére beda identyfikowane;
zidentyfikowa¢ wybrany(e) parametr(y);

obliczy¢ (na podstawie zaleznosci uzyskanej w wyniku identyfikacji),
czestotliwose drgaﬁ wlasnych belki podobnej, o diugosci zadanej przez
prowadzacego ¢wiczenie.

Warunkiem zaliczenia ¢wiczenia jest poprawne Jego wykoname udokumentowane
sprawozdaniem opracowanym w trakcie zaje¢, oraz znajomo$¢ zagadnien dotyczacych
identyfikacji modeli dynamicznych. Sprawozdanie, opracowywane indywidualnie przez kazdego
studenta, powinno zawiera¢ nastgpujace elementy:

1.  Parametry badanego obiektu: dtugo$¢ belki (mierzona od punktu mocowania w imadle
do srodka masy skupionej), wariant (z kostka prostopadtoscienna na koncu czy koniec
swobodny), oraz dtugos$¢ belki zadana przez prowadzacego do obliczenia czgstosci drgan
wlasnych na podstawie modelu zidentyfikowanego przez studenta podczas wykonywania
¢wiczenia;

2. Poziom kilku najwyzszych prazkow widmowych (w decybelach) wraz z odpo-
wiadajacymi im numerami (czgstotliwosciami srodkowymi) filtrow analizatora;

3. Rzeczywista czgstotliwo$¢ drgan wlasnych badanego uktadu (okreslona przez pomiar)

z doktadnoscia do 0.5 [Hz];

Czgstotliwosci drgan wlasnych dwoch modeli dynamicznych (wraz z obliczeniami);

Poroéwnanie wynikow obliczen teoretycznych z wynikiem eksperymentu wraz z

interpretacja ewentualnych rozbieznosci;

Wybrany do zidentyfikowania model wraz z uzasadnieniem wyboru;

Obliczona (zidentyfikowana) warto$¢ wybranego parametru modelu wraz z prezentacja

sposobu obliczen.

8. Obliczona dla dlugosci belki zadanej przez prowadzacego czgstotliwos$¢ drgan wlasnych
obiektu.
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Podstawy modelowania i identyfikacji
We wspotczesnych konstrukcjach maszyn wyraznie daje si¢ zauwazy¢ tendencjg do
minimalizacji materialochtonnosci, a tym samym do obnizania wspotczynnikow bezpieczenstwa.
Postepowanie takie ze zrozumiatych wzgledéw wymaga doskonalenia metod obliczeniowych
oraz precyzyjnego uwzgledniania efektow dynamicznych. Konstrukcje "lekkie" sa bowiem
bardziej podatne, zatem w takich konstrukcjach o zniszczeniu zaczynaja decydowac odciazenia
dynamiczne.

Podstawowym narzedziem pracy inzyniera staje si¢ coraz cz¢s$ciej wszechstronna analiza
modelu matematycznego wspomagana symulacja komputerowa 1 procedurami
optymalizacyjnymi. Nalezy jednak zdawac sobie sprawe, ze nawet najbardziej wyrafinowany
model matematyczny nigdy nie jest idealny, a sumaryczny btad moze nawet wzrasta¢ wraz ze
wzrostem stopnia komplikacji modelu. Tym samym zachodzi koniecznos¢ konfrontacji modelu
z rzeczywistoéciac odpowiednie jego skorygowanie i dalsze wnioskowanie na podstawie analiz
modelu "poprawionego". Postgpowanie takie nazywamy identyfikacja.

Sprébujmy teraz nieco $cislej zdefiniowaé problem Zalozmy, ze dysponujemy modelem
matematycznym konstrukcji wyrazajacym si¢ uktadem réwnan rézniczkowych:

MX + Cx + Kx = P(t) (IL.9.1)



gdzie:

M. - macierz bezwtadnosci,

K - macierz tlumienia,

C - macierz sztywnosci,

P. - wektor wymuszen.

Rozwiazaniem tego uktadu jest zbior funkcji X(t) zaleznych od wspotczynnikdéw uktadu
(sztywnoSci, sprezystosci, ttumienia):

X; = f(t,m..m K,..Kk,.c...c,) (I1.9.2)

Wszystkie wymienione wspotczynniki obarczone sa pewnym bledem; ponadto sam model
dynamiczny stanowi pewne uproszczenie rzeczywistosci. Jezeli teraz dokonamy pomiaru

wybranej wspotrzednej X m, 1 porownamy z funkcja obliczona, otrzymamy ro6znicg okreslajaca

sumaryczny btad modelu:
X,, () - X0 = AX() (1L.9.3)

Zadaniem identyfikacji jest taki dobodr (korekta) pewnej liczby wspotczynnikow, by btad
okreslony wzorem (I1.9.3) byl minimalny dla interesujacego nas przedziatu czasowego:

( A P(m,.(t) - Xi(t’mi’ki’ci)] _’ min.) = mykyc (11.9.4)

teT

Liczba mozliwych do okreslenia wspotczynnikow rowna jest liczbie rownan (I1.9.4), a tym
samym liczbie punktéw pomiarowych. W praktyce operowanie réwnaniami (I1.9.4) bywa trudne
lub niemozliwe ze wzglgdu na trudnosci z odejmowaniem funkql mogacych dos¢ istotnie rdzni¢
si¢ ksztaltem. Dlatego tez kluczowym problemem staje si¢ zdefiniowanie odleglosci (metryki)

pomigdzy Xmi i X;, co pozwala na sprowadzenie problemu do uktadu nieréwnosci (réwnan)

algebraicznych:
Y (Xm,.(t) s Xtmykyc) ) <0, (11.9.5)

gdzie: @, - przyjety dopuszczalny btad identyfikacji.

Podczas ¢wiczenia praktyczna procedura identyfikacyjna jest realizowana na przyktadzie
prostego modelu o jednym stopniu swobody bez ttumienia. Jedyna komplikacja polega na
obliczaniu efektywnej sZtywnosci.

Ograniczajac si¢ do obliczenia i zmierzenia drgan swobodnych dysponujemy prostym rownaniem
oscylatora harmonicznego:

mx+kx=0 (1I1.9.6)
dla ktorego roéwnanie (11.9.4) wyglada nastepujaco:
A [ X,,— a - cos (w(km)t+@)] - min. (1.9.7)
teT T

Wprowadzajac jako odleglo$é pomiedzy X, i X modut z réznicy czestosci wlasnych' mozemy
sprowadzi¢ zagadnienie do posta01
( (x,m) |w(km) ®, |=O) - kU m (11.9.8)

Znak "lub" podyktowany jest faktem, ze dysponujac jednym rownaniem mozemy wyznaczy¢
jeden parametr.

'Mozna sprawdzié, ze | W; - W, | spelnia aksjomaty metryki w przestrzeni funkcji harmon-
icznych o tej samej amplitudzie i fazie poczatkowe;.
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Rys. 11.9.2 Charakterystyki ttumienia kolejnych filtréw analizatora FSDN.



Rownanie ruchu drgajacej belki

Rozwazmy drgania swobodne belki, ktorej jeden koniec jest sztywno zamocowany,
natomiast na drugim zostata przymocowana dodatkowa masa (rysunek 11.9.3). Poniewaz intere-
suje nas wyznaczenie podstawowej czestotliwosci drgan wlasnych, dla ktérej dlugosé fali bedzie
duza w poréwnaniu z poprzecznymi wymiarami belki, analiz¢ modelu drgan gi¢tnych mozemy
przeprowadzi¢ wedtug elementarnej teorii zginania. Jak wiadomo teoria ta oparta jest na
nastgpujacych hipotezach:

- naprgzenia normalne w przekrojach réwnoleglych do osi belki rownaja sig zeru;
- ptaskie przekroje poprzeczne belki po odksztatceniu pozostaja nadal ptaskie 1 prostopadie
do wygietej osi belki.

% }im

u, x\
Rys. 11.9.3 Model drgajacej belki.

Pomijajac thumienie w uktadzie oraz opor osrodka mozemy wyprowadzi¢ rownanie ruchu
przy zatozeniu zachowania energii (uktad konserwatywny). Dla analizowanego przez nas modelu
na calkowita energi¢ uktadu zloza si¢: energia kinetyczna masy dodatkowej, energia kinetyczna
drgajacej belki, oraz energia potencjalna odksztatcenia.

Zatozmy, ze belka zostata wychylona poczatkowo z potozenia réwnowagi i tym samym
do uktadu zostata dostarczona energia poczatkowa E,. Po wprowadzeniu uktadu w ruch drgajacy,
energia catkowita uktadu w dowolnej chwili czasowej t (na przyktad w potozeniu jak na rysunku
11.9.3), sktada si¢ z energii kinetycznej masy skupionej na koncu belki, energii kinetycznej
drgajacej belki oraz energii (potencjalnej) sprezystosci belki.

Predkos$¢ bryly o masie M. wynosi:
v=— (1I1.9.9)

Mv? 1 ( dx]z (I1.9.10)



Element masy belki dm oddalony od punktu zamocowania o odcinek | porusza si¢ z predkoscia:
ou

v =
175 (I1.9.11)
Poniewaz masa elementu jest rowna
dm = q dl (11.9.12)
gdzie: q - gestos¢ liniowa belki;
zatem energia kinetyczna drgajacej belki o dtugo$ci L wyniesie:
) 2

E, = [— dm = f — ( —) (11.9.13)

W potozeniu okreslonym ugigciem X (rys. 11.9.3) odksztatcona belka posiada pewna ilo$¢
energii sprezystej (potencjalnej), rowna pracy statycznie dzialajacej sity P. na drodze x:

Px

vy = 1r
5 (IL.9.14)

Dla analizowanego modelu zalezno$¢ migdzy sita P. i strzatka ugigcia X okreslona jest
wzorem:
PL3

X = — I1.9.15
3 (119.15)

~

gdzie:
E - modul Younga materiatu belki;
| - moment bezwtadnos$ci przekroju belki wzgledem osi obojetne;.
Po wyznaczeniu z zalezno$ci (I11.9.15) sity P:

P = -5 " (11.9.16)

1 podstawieniu jej do wzoru (I1.9.14) otrzymamy:
% 11.9.17
L3 (I1.9.17)

Energie catkowita uktadu okresli rownanie (I1.9.18) zawierajace trzy zmienne (X, U oraz
t), oraz powstate przez zsumowanie wielko$ci danych zaleznos$ciami (I11.9.10, 11.9.13, 11.9.17):

5y 2 3EI ,
E = — - + T/ x“ = const
c 2 (dt) f 2 ( ot ) 273 (I1.9.18)

Dla uproszczenia zadania zat6zmy, ze linia ugigcia w czasie drgan ma ten sam charakter
co linia ugiecia belki obciazonej sita skupiona przylozona na koncu.” Tym samym linia ugiecia
bedzie funkcja tylko jednej zmiennej, strzalki ugigcia w punkcie przytozenia sity. Rozwiazujac

?  R. Kurowski, M.E. Niegodzifiski: Wytrzymato$¢ materiatow. PWN, Warszawa 1986.
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réwnanie rézniczkowe linii ugigcia zginanej belki dla analizowanego przypadku podparcia i
obciazenia (rysunek I1.9.3), otrzymamy:
d2
EI ol = P(L-I) (11.9.19)

Po dwukrotnym scatkowaniu powyzszego rownania i ustaleniu z warunkow podparcia, ze

dla [=0 = au _ 0, oraz u=0
dl

otrzymamy:

Elu = 33L - 1?) (11.9.20)

o~

Poniewaz naszym celem jest wyrazenie wspolrzednej U przez strzatkg ugigeia X, zatem przek-
sztalcajac (11.9.16) mozemy zapisac:

P=ax (I1.9.21)
gdzie:
_ 3EI
a = F (1I1.9.22)

Podstawienie (I1.9.21) pozwala otrzymac¢ zalezno$¢ (I11.9.20) w postaci:
Elu = ? X (312 - 13) (11.9.23)

Poniewaz zmienna | nie zalezy od czasu, zatem po zrézniczkowaniu

Su _ 1 adx3pr  p)

ot EI 6 dt

Podstawiajac (I1.9.24) do wyrazenia okreslajacego wielko$¢ energii kinetycznej belki (11.9.13)
otrzymujemy:

[ e[S e e (&)

L ) 2
=flq 1 “—(914L2+16-615L)(@)d1
2 ° (ED? 36 dt

(11.9.24)

(11.9.25)

Po scatkowaniu i podstawieniu a zgodnie z (I1.9.22) réwnanie (I1.9.25) przyjmuje postaé
(I1.9.26).

2 2
E| - qu(§+%-%JL7 (@) -3 4 (@) (11.9.26)



Roéwnanie (11.9.18) po uwzglednieniu (I1.9.26) przedstawiono ponizej:

2 2
L) 33 gL A |7, 3EL o g (1.9.27)
2 dt 140 2 \ 4t 2L3

Jednokrotne rézniczkowanie po czasie, a nastgpnie skrocenie przez = daje w efekcie:
t

33 d? 3EI
(M v qLJ 2+ 22 x =0 (I1.9.28)

140 dr? L3

Jest to dobrze znane rownanie ruchu oscylatora harmonicznego opisane wzorem (11.9.6), gdzie
m. to masa zredukowana do konca belki zgodnie z (11.9.29),

33

natomiast sztywno$¢ belki zginanej k dana jest zaleznoscia (11.9.30):
k=—- (11.9.30)

Uwzglednienie jednolicie rozlozonej masy belki dato w efekcie poprawke, o jaka nalezy
zwigkszy¢ mase skupiona na koncu. Czgstos¢ wtasna takiego uktadu okresla wzor:

3EI
1 |k _ 1
feom et (M+ 33 qL) 13 (IL9.31)

140



