8. Analiza widmowa metoda szybkiej transformaty Fouriera (FFT)

Cwiczenie polega na wykonaniu analizy widmowej zadanych sygnatéw metoda FFT,
a nastgpnie okresleniu amplitud 1 czgstotliwosci glownych skladowych harmonicznych.
W ¢wiczeniu wykorzystano komputer z oprogramowaniem wykonujacym szybka transformate
Fouriera (FFT). Celem ¢wiczenia jest zapoznanie studentow z praktyczna realizacja FFT
1 odwzorowaniem amplitudy w widmie.

Istota poprawnego okreslenia amplitud i czgstotliwos$ci poszczegolnych sktadowych jest
tutaj taki dobor czasu rejestracji aby uzyska¢ widmo pozbawione znieksztatcen. Dla przyjgtego
czasu rejestracji nalezy kazdorazowo okresli¢ odpowiadajaca mu rozdzielczos¢
czgstotliwosciowa.

Pierwszy z analizowanych sygnalow jest sygnatem harmonicznym. Jego amplitud¢ mozna
odczyta¢ z oscylogramu. T¢ warto$¢ nalezy przyja¢ za poziom odniesienia skali decybelowe;.

Podczas wykonania ¢wiczenia nalezy:

- okresli¢ czestotliwos¢é sygnatu harmonicznego nr 1;

- bazujac na warto$ci amplitudy sygnatu nr 1 przyja¢ poziom odniesienia skali
decybelowej;

- znalez¢ czgstotliwosci sktadowych harmonicznych sygnatu nr 2;

]

okresli¢ amplitudy sktadowych sygnatu nr 2 wyrazone w decybelach i obliczy¢
ich warto$¢ bezwzgledna (korzystajac z wczesniej zdefiniowanego poziomu
odniesienia);

Sprawozdanie powinno zawiera¢ wykresy widm analizowanych sygnatéw uzyskane dla
poprawnych z punktu widzenia wiernosci odwzorowania amplitudy parametréw analizy, oraz
wyniki obliczen 1 wnioski dotyczace wptywu rozdzielczo$ci na wiernos¢ odwzorowania
amplitudy sygnatu harmonicznego.

Catos¢ sporzadzana jest podczas zajeé. Oceniany jest sposob prowadzenia analiz i
formutowania wnioskOw oraz zrozumienie zagadnien zwigzanych z tematyka ¢wiczenia.
Konieczna jest dobra znajomos$¢ materiatu przedstawionego w pierwszej czesci podrecznika
(zwlaszcza rozdziatow 1-5).



Obsluga programu komputerowego

Na ekranie monitora (rysunek I1.8.1) w formie oscylogramu wizualizowany jest fragment
przebiegu czasowego o dlugosci probki odpowiadajacej wybranemu czasowi rejestracji.
Punktami zaznaczono amplitudy chwilowe dla kolejnych krokow czasowych. Nizej wida¢ wykres
widma amplitudowego uzyskanego jako rezultat szybkiej transformaty Fouriera tego fragmentu
przebiegu. Sygnal wytwarzany przez glo$nik komputera jest zgodny z reprezentacja graficzna
na ekranie.
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Rys. I1.8.1. Widok ekranu monitora podczas wykonywania ¢wiczenia

Na potrzeby ¢wiczenia przygotowano kilka zestawow sygnalow testowych. Zadany
zestaw sygnalow wybiera sig z listy @. Kazdy zestaw zawiera 3 sygnaly (lista @); dwa z nich sa
wykorzystywane podczas realizacji ¢wiczenia:

Sygnat I - harmoniczny, ktérego amplituda moze by¢ odniesieniem dla skali
decybelowej;

Sygnat 2 - ztozony z dwoch sktadowych harmonicznych o réznych amplitudach;

Sygnat 3 (dodatkowy) - przebieg prostokatny



Reprezentacja graficzna przebiegu czasowego sygnatu jest wyswietlana na wykresie ®.
Widmo amplitudowe obliczone na podstawie przebiegu czasowego wida¢ w okienku @. Po
kazdorazowej zmianie parametrow przez pewien czas stychac sygnat akustyczny wygenerowany
wedtug przebiegu czasowego widocznego na ekranie.

Uwaga: ze wzgledu na pasmo przenoszenia uktadu odtwarzania dzwigku i wlasnosci ucha
ludzkiego czg¢stotliwosci ponizej 30 Hz moga by¢ znieksztalcone lub niestyszalne.

Czas trwania rejestracji (dlugos$c probki) okresla si¢ wpisem w okienku edycyjnym @.
Z podang warto$cig jest S$ciSle zwiazana czgstotliwo$¢ probkowania i1 rozdzielczo$é
czestotliwosciowa widma amplitudowego.

Prébkowanie sygnatu odbywa si¢ z krokiem czasowym wynikajacym z czasu rejestracji
1 liczebnos$ci probki N, wynoszacej kazdorazowo 512 punktéw. Wynik szybkiej transformaty
Fouriera w postaci widma (amplituda w skali logarytmicznej) wyswietlany jest na wykresie @.
Poziom odniesienia skali decybelowej jest tak dobrany, ze maksymalna amplituda Sygnafu
1 w tej skali wynosi 100 [dB]. Rozdzielczo$¢ czgstotliwo$ciowa widma student wykonujacy
¢wiczenie powinien obliczy¢ bazujac na znajomosci dhlugosci probki i czasu rejestracji.
Prawidlowa rozdzielczo$¢ czgstotliwosciowa widma nalezy wpisa¢ w okienku edycyjnym ®.
Blednie podana rozdzielczos¢ czgstotliwosciowa (btad powyzej 0.5%) powoduje wyswietlenie
odpowiedniego komunikatu o blgdzie i usunigcie opisu osi czgstotliwosci na wykresie @.

Wielkosci wpisywane do okienek edycyjnych @ i ® moga by¢ wprowadzane w postaci
wyrazen matematycznych (bez znaku =), na przyktad: 1/0.25, 1/0.3*10, (1/5)*5, itp. Blad w
wyrazeniu wpisanym do okienka @ skutkuje samoczynnym przyjgciem czasu rejestracji rownym

1 [s].

Lista ® stuzy do wyboru okna czasowego. Widmo jest obliczane na podstawie amplitud
przebiegu czasowego pomnozonych przez wartosci wynikajace z uzytego okienka czasowego.
Podczas ¢wiczenia uzywane jest okienko prostokatne.

W kazdej chwili istnieje mozliwos¢ powigkszenia fragmentu dowolnego z wykreséw
(Zoom). Mozna to zrealizowa¢ dwoma sposobami

1. Przez nacisnigcie i przytrzymanie lewego klawisza myszy z jednoczesnym zaznaczeniem
odpowiedniego fragmentu wykresu.
2. Przez kliknigcie myszka w miejscu, ktore chcemy powigkszy¢.

Pierwotna posta¢ wykresu pojawia si¢ po naciskaniu prawego klawisza myszy.

Zmiana sygnatu lub parametréw analizy skutkuje od§wiezeniem ekranu po uprzednim
obliczeniu szybkiej transformaty Fouriera - FFT.



Podstawy algorytmu dyskretnej transformaty Fouriera (DFT)

Powszechnie stosowana metoda wykonywania analizy widmowej jest dyskretna postaé
przeksztatcenia Fouriera.

W rzeczywistosci, podczas analizy zarejestrowanych z okreslonym krokiem czasowym
(rozdzielczo$¢ czasowa At) danych pomiarowych, dtugos$é probki czasowe;j jest ograniczona i
wynosi T..

Wzér opisujacy przeksztatcenie Fouriera (patrz rozdziat 1.4) dla N skwantowanych

chwilowych warto$ci amplitudy x(t k) = x, mozna przedstawi¢ w postaci dyskretnej:
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t,=kAt (k=0,1,.,N-1) jest czasem odpowiadajacym k-tej probce czasowej.

Zazwyczaj warto$ci widma G(if) oblicza si¢ dla dyskretnych czgstotliwosci f, rownych
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f = Ai oznacza czg¢stotliwo$¢ probkowania. W takim przypadku wzor (11.8.1) przyjmie postac
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Wzoér (11.8.3) oznacza, ze widmo sygnatu okreslone wzorem (I1.8.1) ulega przeksztatceniu do
postaci opisujacej dyskretng transformate Fouriera (DFT) szeregu probek czasowych.

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze wzor (11.8.3) mozna przedstawi¢ w prostszej postaci:

G, = %Afk (11.8.4)

gdzie G jest wektorem kolumnowym zawierajacym obliczane zespolone skladniki
czestotliwosciowe
jest czynnikiem skalujacym

=z [~



. 2mkn
A jest kwadratowa macierza zawierajaca wektory jednostkowe e~ ¥ oréznych
orientacjach katowych, przy czym kolejne wiersze reprezentuja r6zne wartosci
czgstotliwosci (n=0, 1, ..., N - 1), za$ kolumny kolejne chwile czasowe (k = 0,
L..,N-1)

X, jest wektorem kolumnowym chwilowych warto$ci amplitud sygnatu.

Przyktad takiego zapisu oraz sposobu postgpowania podczas obliczania amplitudy prazkéow
widmowych dla N = 8 przedstawiono ponize;.
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Kazdemu wierszowi macierzy przyporzadkowane sa kolejne czgstotliwosci sygnatu. I tak np.

pierwszy wiersz opisuje skladowa stala sygnatu (o zerowej czgstotliwosci). Dla k 1 n rownych
.2nkn
g

zero czynnik eV

przyjmuje warto$¢ 1, wige wiersz ten opisuje po prostu sume wszystkich
warto$ci probek podzielong przez ich ilo$¢, a zatem wartos$¢ $Srednia sygnatu (sktadowa stala).

Drugi wiersz opisuje najnizsza sktadowa czgstotliwosciowa w sygnale:
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Uwazna obserwacja macierzy A pozwala stwierdzi¢, ze wspotczynniki stojace przy x,,
X,, X, 1 X; majq identyczne wartos$ci jak wspotczynniki odpowiednio przy x,, Xs, X 1 X5, @ r0zZnia
si¢ jedynie znakiem. Tak wigc uogolniajac, wszystkie czgstotliwosci powyzej N/2 mozna
traktowac jako czgstotliwosci ujemne (rotacja w przeciwnym kierunku). Wyniki takiej obserwacji
sa zgodne z twierdzeniem Shannona o probkowaniu, ktore mowi, najwyzsza czgstotliwosé
mozliwa do zmierzenia w sygnale jest co najwyzej réwna potowie czgstotliwosci probkowania
(jest to tak zwana czgstotliwos¢ Nyquista).

W praktyce do obliczania widma sygnatu uzywa si¢ zoptymalizowanego algorytmu
realizujacego wzor (11.8.3) nazywanego szybka transformata Fouriera. Pozwala on zredukowa¢
liczbe operacji mnozenia i dodawania przy obliczaniu macierzy (I1.8.5) z N* do ok. 2N In(N).

Dyskretna transformata Fouriera (I1.8.3) przeksztatca ciag probek czasowych w widmo
dyskretne. Zwiazek rozdzielczosci czestotliwosciowej z czasem rejestracji zostal omowiony w
rozdziale 1.5.

Transformata Fouriera jest okreslona dla nieograniczonego czasu rejestracji. W praktyce
pomiarowej czas rejestracjinie spetnia w tym zakresie zatozen twierdzenia Fouriera, co prowadzi
do btedow metody wynikajacych z domyslnego “powielania” zarejestrowanego przebiegu
nieskonczenie wiele razy (rys. 11.8.2), czgsto z jednoczesna zmiang charakteru przebiegu
czasowego. Dotyczy to w szczegoélnosci przebiegow okresowych, gdyz dhugosé rejestracji
zazwyczaj rozni si¢ od calkowitej wielokrotnosci okresu. Wskutek arbitralnego podzialu
przebiegu czasowego na widmie pojawiaja si¢ nowe prazki zwiazane z ta nowa, bardzo niska,
sztuczna czgstotliwoscia. Ponizej przedstawiono rozwazania pozwalajace na iloSciowa i
jakosciowa oceng tego zjawiska.

Amplituda
-
<]
=i
.y |

Dziedzina czasu .
(jako N punktow) = L

i X fd Ll 127

Dziedzina czasu " Mumer prébki

—
P ZANNN

-2
AR4 2256 -1m

Amplituda

i} 128 154 %4
Mumer prabki

Rys. I1.8.2. Pojawianie si¢ nowego okresu w sygnale wynikajace ze skonczonoS$ci czasu
rejestracji
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Rys. I1.8.3. Widmo amplitudowe funkcji sinus w funkcji czasu rejestracji sygnatu

Rozpatrzmy sygnal harmoniczny

y = sinw (7

Obliczmy jego transformat¢ Fouriera, przyjmujac dowolny, skonczony czas rejestracji .

@®
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T ) (o

Y(0,5) = L [sin(wf) e 7t = —0
0 2

T Wy~

1-e7or ( cos(®,T) + jgsin(wo‘c)]
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Na rysunku II.8.3 przedstawiono graficznie modul tej transformaty, czyli widmo
amplitudowe. Na osiach poziomych umieszczono wzgledna czgstotliwos¢ sygnatu
harmonicznego 1 wzgledny czas rejestracji sygnatu (wyskalowany w ilosci okresow).

Na rysunku I1.8.4 pokazano przekroje rysunku I1.8.3 wykonane dla r6znych wzglednych
czasOw rejestracji sygnatu.
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Rys. I1.8.4. Widma amplitudowe (ciagle i skwantowane) dla réznych dlugosci czasu
rejestracji sygnatu

Rozpatrujac ré6zne dhugosci probek t widaé (rys. I11.8.4 u gory), ze dla czaséw rejestracji
bedacych calkowita wielokrotnoscia okresu jedynym niezerowym prazkiem widma
skwantowanego sygnatu jest prazek o wlasciwej amplitudzie umieszczony doktadnie w punkcie
odpowiadajacym czgstotliwosci tego sygnatu. W przeciwnym przypadku (rys. 11.8.4 u dotu) w
widmie sygnatu pojawia si¢ dodatkowe prazki rozstawione zgodnie z rozdzielczo$cia
czestotliwosciowa (przerywane linie pionowe) powodujace charakterystyczne rozmycie widma
wokot prazka o czgstotliwosci podstawowej sygnatu. Rozmycie to, oprocz utrudnienia okreslenia
czestotliwoscei sygnatu, powoduje réwniez znieksztatcenie amplitudy dochodzace w pewnych
przypadkach do 66% co wida¢ na rys. 11.8.4 (u dotu) i na rys. I1.8.1. Opisany efekt mozna nieco
ograniczy¢ stosujac ona czasowe eliminujace nieciagtosci przebiegu czasowego na koncach
przedziatu rejestracji.

Z powyzszych rozwazan plynie praktyczny wniosek, ze dla wiernego odwzorowania
warto$ci amplitudy przebiegu harmonicznego na widmie uzyskanym metoda szybkiej
transformaty Fouriera dtugo$¢ probki (czas rejestracji) powinien by¢ catkowita wielokrotnoscia
sktadowej harmoniczne;j.



